Explicit and Implicit Methods for Numerical Solution of ODE by Csoltkó, Attila
VYSOKÉ UČENÍ TECHNICKÉ V BRNĚ 
BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY 
 
 
FAKULTA INFORMAČNÍCH TECHNOLOGIÍ 
ÚSTAV POČÍTAČOVÝCH SYSTÉMŮ 
FACULTY OF INFORMATION TECHNOLOGY 
DEPARTMENT OF COMPUTER SYSTEMS 
 
 
 
 
 
EXPLICITNÍ A IMPLICITNÍ METODY PRO 
NUMERICKÉ ŘEŠENÍ ODR 
 
 
 
 
BAKALÁŘSKÁ PRÁCE 
BACHELOR‘S THESIS 
 
AUTOR PRÁCE    ATTILA CSOLTKÓ 
AUTHOR 
 
 
 
BRNO 2010
VYSOKÉ UČENÍ TECHNICKÉ V BRNĚ 
BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY 
 
 
 
 
 
FAKULTA INFORMAČNÍCH TECHNOLOGIÍ 
ÚSTAV POČÍTAČOVÝCH SYSTÉMŮ 
FACULTY OF INFORMATION TECHNOLOGY 
DEPARTMENT OF COMPUTER SYSTEMS 
 
 
 
 
 
EXPLICITNÍ A IMPLICITNÍ METODY PRO 
NUMERICKÉ ŘEŠENÍ ODR 
EXPLICIT AND IMPLICIT METHODS FOR NUMERICAL SOLUTION OF ODE 
BAKALÁŘSKÁ PRÁCE 
BACHELOR‘S THESIS 
 
AUTOR PRÁCE    ATTILA CSOLTKÓ 
AUTHOR 
 
VEDOUCÍ PRÁCE   Ing. PAVLA SEHNALOVÁ 
SUPERVISOR 
 
 
BRNO 2010   
Abstrakt 
Tato práce analyzuje a experimentuje s metodami numerického řešení obyčejných diferenciálních 
rovnic (ODR). Představuje a srovnává jednotlivé metody. Poukazuje na problematiku explicitních 
metod. Především je zaměřena na výpočet pomocí implicitní metody Taylorovy řady a určení jej 
vhodného použití a důkazu stability i při tuhých systémech s ukázkovými příklady. 
 
 
 
 
 
Abstract 
This work is dealing with the analysis of methods for solving ordinary differential equations (ODE) 
numerically. In this document I present and compare particular methods in focus with the possible 
weak points of the explicit solutions. The major part of my work deals with the problem when is 
appropriate to use the implicit Taylor method and prove that this method can become stable in a stiff 
system.  
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1 Úvod 
Hlavným predmetom tejto práce sú numerické metódy pre riešenie obyčajných diferenciálnych 
rovníc, ale predovšetkým sa musíme zoznámiť samými diferenciálnymi rovnicami aby sme ich mohli 
v ďalších častiach riešiť. Poukážeme na rozdiely medzi typmi, zobrazíme a prevedieme si ich do 
viacerých tvarov. Ukážeme si ako môžeme pomocou rovníc prvého rádu riešiť diferenciálne rovnice 
vyšších rádov.  
Keď sme si už tieto vedomosti osvojili môžeme sa zaoberať ich riešením, predovšetkým ich 
numerickým riešením, ale samozrejme kvôli porovnaniu a možnosti určovania chýb ich budeme 
musieť aj analyticky riešiť. Uvedomíme si, že numerické riešenia sú len približné riešenia a tak u nich 
treba počítať odchýlkami. Budeme si musieť vybrať počiatočné úlohy a to vhodné rovnice aby sa 
tieto odchýlky v riešeniach objavili a kryštalizovali. Keď si už budeme vedieť vypočítať chyby 
rôznych typov numerických rovníc budeme vedieť im určiť aj rád. Čím viac ich poznáme tým nám 
bude jasnejšie, že sú také, ktoré sú založené na metódach nižších rádov. 
Jednou najdôležitejšou častou tejto práce bude to, že sa pokúsime dokázať, že explicitné 
metódy na prvý pohľad sa kvôli jednoduchému riešeniu síce môžu zdať  sympatické, ale bohužiaľ ich 
nemôžeme použiť u každého príkladu. Pokúsime sa nájsť takéto príklady, definovať ich a pozrieť sa 
či sa implicitné metódy chovajú tiež pri ich riešení. 
Ukážeme si aplikáciu, s ktorou si tieto výpočty pokúsime uľahčiť, a aj to pri jej implementácií 
sme aké problémy museli riešiť, a ako v nej generujeme vzorce pre viacčlenné metódy. Naučíme sa 
analyzovať jej výsledky. Znázorníme si potrebné grafy aby sme mohli definovať výrazy ako A-
stabilita a tuhý systém. Dôležitou časťou bude experimentácia s dĺžkami krokov pri riešení 
a odvodenie, akým spôsobom ovplyvníme týmto približné riešenia. 
V záverečnej časti si z analyzujeme Taylorovu implicitnú metódu. Najprv ju porovnáme zo 
sebou, len s viacerými členmi aby sme ho potom mohli porovnať ostatnými implicitnými metódami. 
Odvodíme si jej charakteristiky a určime možnosti použitia. 
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2 Diferenciálne rovnice 
„V analýze, v geometrii, v analytickej mechanike mnohé úlohy vedú k problému, že treba určiť 
funkciu jednej alebo viac premenných, keď je daný súvis medzi funkciou, jej sukcesívnymi deriváciami 
a nezávislými premennými. Takýto súvis sa menuje diferenciálnou rovnicou.” 
Schlesinger L. [3] 
 
Algebraické rovnice zaznamenávajú súvisy medzi známymi a neznámymi číslami, v ktorých 
súvisoch vlastnosti čísiel sa nemenia, zostanú vždy rovnaké. V prírode sa však najčastejšie ukazuje 
zmena, preto sa dá viac použiť tá časť matematiky, ktorá berie do ohľadu zmenu veličín. 
Diferenciálnymi rovnicami modelujeme mnohé zákony rôznych vedeckých disciplín, počnúc 
technickými, ekonomickými, prírodovednými až po spoločenské. Sú to súvisy medzi premennou x, 
resp. premennými, funkciou y a deriváciou 
dy
dx
, resp. deriváciami. V prípade jednej premennej sú to 
rovnice tvaru: 
( , , ) 0dyF x y
dx
=  
Kde 'dy y
dx
=  je už deriváciou funkcie. Tento súvis môže obsahovať aj vyššie derivácie. Pri jednej 
nezávislej premennej označujeme:  
( )( , , ', '',..., ) 0nF x y y y y =  
Formula obsahuje: premenné (jednu alebo viac), funkcie, konštanty a aj derivácie funkcií. Podľa 
počtu nezávislých premenných a  stupňa derivácie rozlišujeme rôzne typy diferenciálnych rovníc, 
ktorými sa zoznámime v nasledujúcich kapitolách. 
Pri tejto kapitole som použil informácie k teórií z literatúry [2], [3]. 
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2.1 Obyčajné diferenciálne rovnice 
Obyčajné diferenciálne rovnice sú častou základného rozdelenie diferenciálnych rovníc podľa typu 
obsiahnutých derivácii. Označujeme ich skratkou ODR alebo ODE. Sú to rovnice obsahujúce 
derivácie len podľa jednej premennej. Tie, ktoré obsahujú derivácie podľa viacerých premenných 
nazývame parciálne diferenciálne rovnice. (skratka PDR alebo PDE).  
Rozlišujeme ešte stochastické diferenciálne rovnice (skratka SDR alebo SDE) - rovnice 
zahŕňajúce najmenej jeden stochastický proces a diferenciálne algebraické rovnice (skratka DAE) -
diferenciálne rovnice, v ktorých sa nachádzajú aj čisto algebraické vedľajšie podmienky. 
Presnejšie, obyčajná diferenciálna rovnica n-tého rádu je rovnica tvaru 
 (n)(x,  y,  y',  . . . ,  y ) 0F =   
kde y je neznáma funkcia. 
V prípade, že sme schopný vyjadriť uvedený vzorec vo tvaru  
 (n) (n 1)y f (x,  y,  y',  . . . ,  y )-=  
tak hovoríme, že rovnica je rozriešená vzhľadom k najvyššej derivácii. 
2.2 Separácia premenných 
Podľa [3] v prípade keď máme funkciu  
  
 y f (x)= , 
kde x je premenná a y funkcia, vtedy z teórie funkcií je známe, že za určitých predpokladov práve tak 
môžeme vziať y za premennú a x za funkciu  
 x (y)j=  
Vzájomný vzťah veličín x a y je vyjadrený matematickým výrazom y f (x)=  ako aj  
matematickým výrazom x (y)j= . Tento určitý súvis veličín x a y umožní integrovať tak podľa x, 
ako aj podľa y a tento vzájomný vzťah sa po integrácií nezmení. Túto vlastnosť funkcií môžeme 
použiť na to, že v niektorých prípadoch sa dajú výrazy diferenciálnych rovníc zoskupiť tak, že v jeden 
skupine sú členy, ktoré obsahujú funkciu veličín y a dy a druhej zase členy , ktoré obsahujú funkciu 
veličín x a dx. Keď sa toto podarí hovoríme, že sme premenné v diferenciálnej rovnici separovali 
vtedy skupinu, obsahujúcu len premennú x, integrujeme podľa x a skupinu, obsahujúcu zase len y, 
integrujeme podľa y. Jedna z týchto premenných je vlastne funkciou, lebo pre obe platí súvis, 
vyjadrený diferenciálnou rovnicou. 
Obyčajná diferenciálna rovnica prvého rádu y' f (x,y)= pokiaľ je separovateľná získa tvar  
 ( ) ( )dy g x h y
dx
=  
Rovnica po oddelení premenných získava tvar  
 ( )
( )
dy g x dx
h y
=  
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2.3 Diferenciálna rovnica homogénneho tvaru 
Homogénna funkcia n-tého stupňa premenných x a y má takýto tvar:  
 
1 2 2 1
0 1 2 1
2 1
0 1 2 1
( , ) ...
...
n n n n n
n n
n n
n n
n n
f x y a x a x y a x y a xy a y
y y y y yx a a a a a x f
x x x x x
- - -
-
-
-
= + + + + + =
é ùæ ö æ ö æ ö æ ö= + + + + + =ê úç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø è øê úë û
 
Diferenciálne rovnice homogénneho tvaru majú tvar nasledujúci: 
 0dx yf
dy x
æ ö+ =ç ÷
è ø
 
alebo 
 ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ =  
Kde 
yf
x
æ ö
ç ÷
è ø
 je racionálna funkcia celistvá n-tého stupňa a ( , )M x y , ( , )N x y sú homogénne funkcie 
n-tého stupňa premenných x a y. 
 
2.4 Diferenciálne rovnice nehomogénneho tvaru, 
ktoré sa dajú previesť na homogénny tvar 
Rovnice takéhoto typu majú tvar: 
 
1 1 1
dx ax by c
dy a x b y c
+ +
=
+ +
 
kde je: 
 
1 1
0
a b
a b
¹  
Položme: 
 ,x z h= +  
 y v k= +  
kde h a k sú konštanty, ktoré majú vyhovovať  lineárnym rovniciam 
 
1 1 1
0
0
ah bk c
a h b k c
+ + =
+ + =
 
a vtedy diferenciálna rovnica prejde do diferenciálnej rovnice homogénneho tvaru 
 
1 1
dv az bv
dz a z b v
+
=
+
. 
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2.5 Nehomogénna diferenciálna rovnica  
Nehomogénne diferenciálne rovnice prvého radu, čili lineárne diferenciálne rovnice s pravou 
stranou alebo taktiež úplné lineárne diferenciálne rovnice majú tvar nasledovný: 
 ( ) ( )dy A x y B x
dx
+ = . 
kde ( )A x , ( )B x  sú spojité funkcie a ( ) 0B x ¹   
Lineárnou diferenciálnou rovnicou (LDR) prvého rádu s pravou stranou nazývame taktiež 
ODR tvaru 
 y' (x) ( )p y q x= +  
kde p, q sú funkcie premennej x definované na intervale I a q(x) je rôzne od nuly pre každé x IÎ . Ak 
sú funkcie p(x) a q(x) spojité na intervale (a,b), potom funkcia  
 
( ) ( )
( )
p x dx p x dxy q x e dx c e-é ùò ò= +ê úë ûò  
kde c je ľubovoľná konštanta, je riešením diferenciálnej rovnice na intervale (a,b). Každým 
bodom množiny ( , ) ( , )a b x -¥ ¥  prechádza jediná krivka rovnice y' (x) ( )p y q x= + , ktorú 
dostaneme vhodnou voľbou konštanty c. Túto funkciu nazývame všeobecným riešením diferenciálnej 
rovnice. 
Riešením (integrálom) sústavy diferenciálnych rovníc je množina funkcií s deriváciami 
potrebného rádu, ktoré vyhovujú všetkým rovniciam dané sústavy. Okrem všeobecného riešenia 
poznáme ešte partikulárne (čiastočné), ktoré získame prirazením určité číselné hodnoty každej 
integračnej konštante obecného riešenia, alebo singulárne (výnimočný) – tie riešenia, ktoré sa nedajú 
získať z obecného riešenia, ktoré sa vyskytujú len  u niektorých rovníc a bodoch oboru. 
Partikulárne riešenie môžeme v prípade jednoduchých diferenciálnych rovníc vypočítať 
analyticky. Pričom vo veľkom množstve prípadov je analytické riešenie príliš obťiažne a 
diferenciálne rovnice sa riešia numericky. V tejto časti bola použitá literatúra [2]. 
2.6 Rády diferenciálnych rovníc 
Podľa najväčšej výšky radu derivácii s nenulovým koeficientom rozpoznávame diferenciálne rovnice 
prvého, druhého, ...., n-tého rádu. Napríklad:  
    3''y my=  
je obyčajná diferenciálna rovnica druhého rádu, kým  
2
0z zz
x y y
¶ ¶
+ =
¶ ¶ ¶
 
je parciálna rovnica druhého rádu. 
Ak diferenciálna rovnica obsahuje derivácie len prvého stupňa, tak ju nazývame lineárnou. Kde 
najvyšší stupeň funkcie alebo jej derivácii v nej vystupujúcich je n, vtedy ju nazývame diferenciálnou 
rovnicou n-tého stupňa.[3] 
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2.6.1 Riešenie diferenciálnych rovníc vyššieho rádu 
Podľa poznatkov s [1] obyčajnú diferenciálnu rovnicu n-tého rádu s začiatočnými podmienkami 
 
(n) (n 1)
(n 1) (n 1)
0 0 0 0 0 0
y f (x,  y,  y',  . . . ,  y ),  
y(x ) y ,  y'(x ) y' ,  . . . ,  y (x ) y
-
- -
=
= = =
 
môžeme previesť na sústavu diferenciálnych rovníc prvého rádu, a to nasledujúcim spôsobom: 
Označíme 
(n 1)
1 2 ny y,  y y',  . . . ,  y y
-= = = . Potom zrejme platí, že 1 2 2 3y' y ,  y' y= =  atd. 
Podľa zadané diferenciálnej rovnice má platiť 
(n) (n 1)y f (x,  y,  y',  . . . ,  y ),  -= keď to 
prevedieme na naše označenie získame  vzorec n 1 2 ny' f (x,  y ,  y ,  . . . ,  y )= . Takýmto spôsobom 
sme získali sústavu n diferenciálnych rovníc prvého rádu: 
 
1 2
2 3             
n 1 2 n
y' y         
y' y
.
.
.
y ' f (x,  y ,  y ,  . . . ,  y )
=
=
=
             
1 0 0
2 0 0
(n 1)
n 0 0
y (x ) y
y (x ) y'
.
.
.
y (x ) y -
=
=
=
 
 
ktorú môžeme riešiť akoukoľvek metódou pre riešenie sústav diferenciálnych rovni. Riešením 
pôvodnej rovnice n-tého rádu je potom prvá zložka riešení sústavy. 
 
Príklad: Diferenciálnu rovnicu druhého rádu  
 2y''  y · y'  x= -  
s počiatočnými podmienkami 
 ( ) ( )y 0   1,  y ' 0   1= =  
prevedieme na sústavu dvoch rovníc prvého rádu.  
Označíme z  y'= . Sutana rovníc prvého rádu potom bude vypadať nasledovne: 
 ( )
( )2
y'  z                          y 0   1
z'  y · z  x             z 0   1
= =
= - =
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3 Numerické metódy pre riešenie ODR 
Diferenciálne rovnice sú jedným z najčastejších matematických prostriedkov, ktoré používame k 
popisu najrozmanitejších procesov z oblasti fyziky, biológie, ekonómie a rady ďalších oborov. V 
predošlých kapitolách sme sa zoznámili s niektorými typy rovníc, ktorých riešenie sa dá nájsť 
analyticky. V praktických problémoch sa však vyskytujú aj zložitejšie rovnice a niektoré z nich sú 
analyticky riešiteľné len obťiažne a niektoré analyticky vyriešiť nejde. Sme preto nútení veľmi často 
využívať pre riešenie diferenciálnych rovníc približné metódy, V tejto kapitole sa budeme venovať 
tým približným metódam, ktoré radíme medzi numerické približné metódy. Pomocou týchto metód 
hľadáme numerické riešenie len na zvolenej množine bodov v danom intervalu. Interpoláciou z týchto 
hodnôt potom môžeme nájsť približné hodnoty riešení takisto pre ostatné body zo zvoleného 
intervalu. Spoločným znakom všetkých týchto metód je, že riešenie nehľadáme ako spojitú funkciu, 
definovanú na celom skúmanom intervalu ,a b , ale hodnoty približného riešenia počítame len v 
konečnom počtu bodov 0 1 na x  x · · ·  x b= < < < = . Týmto bodom hovoríme uzlové body alebo uzly 
siete a množine { }0 1 nx ,  x ,  . . . ,  x hovoríme sieť. Rozdiel i i 1 ih   x   x+= - sa nazýva krok siete v 
uzlu ix . 
Približné hodnoty riešení v uzlových bodoch, vypočítané nejakou numerickou metódou, budeme 
značiť 0 1 ny ,  y ,  . . . ,  y , na rozdiel od hodnôt presného riešenia, ktoré budeme značiť 
( ) ( ) ( )0 1 ny x ,  y x ,  . . . ,  y x . Pri tejto kapitole som použil zdroje [1], [2], [4]. 
Príklad: 
 
Obrázok 1: Presné (plná čiara) a približné riešení diferenciálnej rovnice (krúžky) [1] 
 
 
Krok h medzi jednotlivými uzlami bol konštantní bola použitá pravidelná sieť.  
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3.1 Počiatočné úlohy 
Obyčajné diferenciálne rovnice prvého rádu zo zadanou počiatočnou podmienkou: 
 0 0' ( , ), ( )y f x y y x y= =  
Základom, z ktorého vychádza väčšina numerických metód riešenia začiatočných úloh 
je diskretizácia premenných. Znamená to, že približné riešenie sa nekonštruuje ako spojitá funkcia, 
ale postupne sa pre množinu navzájom rôznych bodov x0, (bod, v ktorom je daná začiatočná 
podmienka), x1, x2, ..... hľadajú čísla y0 (hodnota začiatočnej podmienky), y1, y2, ..... , ktoré 
aproximujú hodnoty y(x0), y(x1), .....  presného riešenia v bodoch siete x0, x2, ..... . Body siete 
(uzly) nemusia byť ekvidistantné to jest vzdialenosť medzi nimi, tzv. krok 
metódy i i 1 ih   x   x+= -  môže závisieť na i. Pritom aproximácia yn presného riešenia y(xn) v 
bode xn sa počíta z hodnôt približného riešenia v už vypočítaných uzloch. Týmto metódam 
hovoríme metódy diskrétnej premennej alebo diferenčné metódy. Metóda, ktorá k tomuto riešeniu 
používa rekurentný vzťah, v ktorom je yn+1 vyjadrená pomocou k hodnôt yn,yn-1,…,yn+1-k   sa 
nazýva k-kroková metóda. Ak je k=1, hovoríme o jednokrokovej metóde. [2] 
  
3.2 Lokálna a globálna chyba 
Ako sme už zmienili v predošlých častiach u numerický metódach sa jedná o približné metódy. To 
znamená, že dosiahnuté výsledky nebudú stopercentne presné. U každej metóde budeme musieť 
počítať s nejakou chybou, a v našej práci bude zohrávať veľmi dôležitú rolu, lebo nám bude určovať 
presnosť metódy a umožní 
nám ich porovnávať. V tejto 
časti sa zoznámime s typy 
jednotlivých chýb. 
 
 
Obrázok 2: 
Na obrázku môžeme 
vidieť príklad Eulerovej 
metódy (podrobnejšie sa 
zoznámime v ďalších 
častiach) ako sa odchyľuje 
od presného riešenia a ako 
sa chyba zvyšuje každým 
krokom.  
Šedé šípky ukazujú smerové 
pole.[1] 
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Jak sme sa v predošlej časti dozvedeli,  pri numerických riešení počiatočných úloh môžeme vypočítať 
približnou hodnotu riešení v ďalšom uzlovom bode pomocou hodnoty riešenia v uzlovom bode 
predchádzajúcom. Takýmto metódam hovoríme metódy jednokrokové. U niektorých iných metódach 
postupujeme dômyselnejšie a využívame informácie z niekoľkých predošlých krokov. Tieto metódy 
nazývame metódy viackrokové.  
Je vcelku jasné, že nakoľko sa priblížime k presnému riešeniu, závisí na diaľke kroku h, ktorý 
použijeme. Základnú vlastnosť, ktorou od použiteľné numerické metódy požadujeme, je, aby 
numerické riešenie získané touto metódou pre h  0®  konvergovalo k presnému riešeniu dané 
úlohy. 
Povedzme, že metóda je konvergentní, keď pre ľubovoľnú počiatočnú úlohu platí pre každé 
,x a bÎ , že  
 
0
lim ( )
h
n
yn y x
®
®¥
= ,kde 0x = x  + nh  
U každej metódy je dôležitá otázka, jak sa približné riešenie získané touto metódou líši od 
riešenia presného alebo ako vypadá globálna diskretizačná chyba. 
 i i ie  = y(x ) - y  
Pre získanie predstavy o globálnej diskretizačnej chybe sa musíme najprv zoznámi s  
takzvanou lokálnou diskretizačnou chybou dané metódy. Je to chyba, ktorej sa dopustíme v jednom 
kroku dané metódy za predpokladu, že všetky hodnoty, ktoré sme pri výpočtu použili, boli presné. 
Lokálnu diskretizačnú chybu v i-tom uzlu budeme značiť di.  
 
 
 
 
 
Na obrázku 3 vidíme 
globálnu diskretizačnú chybu ei 
a lokálnu diskretizačnú chybu di 
u približného riešenia získaného 
Eulerovou metódou. [1] 
 
 
 
 
 
 
 
Lokálna chyba Eulerovej (aj hocijakej inej jednokrokovej) metódy v uzlu xi je rozdiel 
približného riešenia a riešenia, ktoré splňuje počiatočnú podmienku i-1 i-1y(x ) = y   
Pri numerických riešení diferenciálnych rovníc sa dopúšťame lokálnej diskretizačnej chyby v 
každom kroku. Globálna diskretizačná chyba je vtedy výsledkom nazhromaždenia lokálnych chýb, 
pričom  treba brať do úvahy, že každý krok vychádza z hodnôt, ktoré už sú zaťažený chybou z 
predošlého priebehu. Je žiaduce, aby u danej metódy nedochádzalo ku katastrofálnej akumulácii 
lokálnych diskretizačných chýb. Teória z [1]. 
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3.2.1 Rád metódy 
Pre popis rýchlosti konvergencie metódy používame pojem rád metódy. Zhruba povedané je rád 
metódy prirodzené číslo p také, že pre malé h je lokálna diskretizačná chyba di rádovo veľkosti hp+1. 
U jednokrokových metód p-tého rádu sa dá dokázať, že globálna diskretizačná chyba je rádovo 
veľkosti hp. Eulerova metóda je rádu prvého, čo v ďalších častiach budeme dokazovať. [1] 
3.3 Viackrokové metódy 
Predošlých častiach sme hovorili o jednokrokových metódach, kde pri výpočte postupujeme pomocou 
hodnoty riešenia predošlého uzlového bodu. U viackrokových metódach je hodnota yn + 1 vypočítaná z 
predošlých hodnôt yn − i. Respektíve fn − i, i = 0...k, pretože pritom používame nielen hodnoty 
približného riešenia, ale taktiež hodnoty pravej strany f(x, y) v týchto bodoch, budeme používať 
označenie fj = f(xj , yj).  
Obecne vypadá lineárna k-kroková metóda takto: 
 1 1 2 1 1 0 1 1 1... ( ... )n n n k n k n n k n ky a y a y a y h b f b f b f+ - - + + + -= + + + + + + +  
alebo  
 1
0 1
r s
n i n i j n j
i j
y y h fa b+ - -
= =-
= +å å  
kde k je prirodzené číslo a aspoň jedna z konštánt ak, bk je rôzna od nuly. Zrejmou nevýhodou 
k-krokovej metódy je, že riešenie v prvých k uzlových bodoch x0, . . . , xk−1 musíme získať nejakým 
iným spôsobom. K tomuto účelu sa spravidla používa jednokroková metóda takého istého rádu 
presnosti, aký má ďalej použitá viackroková metóda. 
3.4 Explicitné a implicitné metódy  
Keď sa 0b 0= alebo β − 1 = 0 v metódach v predošlej kapitole, tak ju nazývame explicitným. V tomto 
prípade môžeme hodnotu v novom uzlovom bode priamo vypočítať dosadením do vzorca.  
 
V iných prípadoch keď 0b 0¹  alebo  1   0b - ¹ , metóda sa nazýva implicitná. Tak sa na pravej 
strane rovnice okrem známych hodnôt vyskytuje taktiež n 1 n 1 n 1f   f (x ,  y )+ + += , takže n 1y +  nemôžeme 
vypočítať priamo, ale v každom kroku musíme riešiť rovnicu  
 n+1 0 n+1 n+1y  = hb f(x , y ) + g  
s neznámou n 1y + , kde 1 1
1 1
k k
j n j j n j
j j
g a y h b f+ - + -
= =
= +å å známe číslo (v každom kroku iné). 
V prípade niektorých pravých strán f  túto rovnicu vyriešime presne, obecne je však potreba 
túto rovnicu rešiet numericky, väčšinou metódou jednoduchej iterácie. 
Táto nevýhoda je však vyvážená priaznivými vlastnosti implicitných metód. Tieto metódy sú 
pri danom k presnejšie a sú taktiež stabilnejšie ako explicitné metódy, pretože explicitné metódy sa 
môžu stať nestabilným pri veľkých x, ako budete vidieť v ďalších častiach. 
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3.5 Predbežná úvaha o existencii riešenia 
V nasledujúcich častiach sa budeme podrobnejšie zaoberať jednotlivými numerickými metódami 
riešenia diferenciálnych rovníc. Predovšetkým však musíme pouvažovať či diferenciálna rovnica: 
 ' ( , )dyy f x y
dx
= =  (A) 
má vždy riešenie, alebo či v každom prípade jestvuje rovinná čiara, určená touto rovnicou. 
Hore uvedenou rovnicou je určený smerový tangens hľadanej rovinnej čiary y(x). Keď vezmeme 
pravouhlú súradnicovú sústavu o osiach x a y, vtedy 
 
0
0
0 0( , )
x x
y y
dx f x y
dy =
=
é ù
=ê ú
ë û
 
znamená určitú alebo neurčitú hodnotu. V prvom prípade smerový tangens tečny pri čiare y(x) 
v bode o súradniciach 0 0,x y  môžeme určiť. Avšak tečna obsahuje aj dosť blízky bod tejto čiary 
o súradniciach 0 1x x x+ D = , 0 1y y y+ D = , preto na základe (A) môžme zase určiť smerový tangens 
a tak aj tečnu v ľubovoľne blízkom bode tejto čary. Keď takto postupujeme ďalej a spojíme úsečkami 
vždy dva susedné body, dostaneme schodkovú čiaru, ktorá k hľadanej čiare diferenciálnej rovnice (A) 
sa môže priblížiť tak presne, ako len chceme. Tým je hrubo naznačené, že taká čiara  alebo riešenie 
diferenciálnej rovnice (A) jestvuje. Toto riešenie je také, že pri x0 má hodnotu y0, t.j. rovinná čiara 
y(x), určená diferenciálnou rovnicou, musí prehádzať začiatočným bodom P0(x0,y0), preto riešenie 
diferenciálnej rovnice závisí ešte aj od začiatočného bodu, od začiatočnej podmienky. Táto 
podmienka zodpovie ľubovoľnej konštante, ktorá sa vyskytuje pri riešení integráciou. Ak túto 
podmienku vezmeme za parameter, riešenie diferenciálnej rovnice znamená geometricky sústavu 
rovinných čiar. Toto riešenie okolitých bodov, určených začiatočnou hodnotou, ktoré sú jeho 
regulárnymi bodmi, je holomorfné, t.j. jednoznačné, spojite a konečnej hodnoty. Keď rovnica (A) pri 
určitých hodnotách x, y spojite za sebou nasledujúcich nemá určitú hodnotu, vtedy v bode, určenom 
týmito hodnotami, geometrická čiara má singulárny bod.[3] 
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3.6 Eulerova metóda 
Euler použil predchádzajúceho paragraf na to, aby mohol určiť približné riešenie diferenciálnej 
rovnice (A). K tomu treba určiť diferenciál yD . Tento dostaneme, keď funkciu y(x)=F(x) rozvinieme 
podľa Taylorovho radu v okolí začiatočného bodu P0(x0,y0), ktorý nemôže byť singulárnym bodom 
a dostaneme: 
 
2 3
(2) (3)
0 0 0 0'( ) ( ) ( ) ...2! 3!
x xy F x x F x F xD DD = D + + + , 
kde sú:  
'( ) ( , ),dxF x f x y
dy
= =  (2) ( ) x y
f fF x f f f f
x dy
¶ ¶
= + = +
¶
 
 (3) 2( ) 2 ( ).xx xy yy y x yF x f f f f f f f f f= + + + +  
alebo 
 '' ( , ) ( , ) ( , ) ' ( , ) ( , ) ( , )x y x y
dfy x y f x y f x y y f x y f x y f x y
dx
= = + = +  
kde index x respektíve y znamená parciálnu deriváciu vzhľadom k x alebo y. Tretiu deriváciu sa 
dá analogicky získať:  
 2 2''' 2xx xy yy x y yy f ff f f f f ff= + + + +  
V špeciálnych prípadoch sa používa táto metóda Taylorov rozvoj. Keď je funkcia f  v rovnici 
(A) diferencovateľná do dostatočne vysokého rádu. Informácie o Eulerovej metóde som čerpal z [2]a 
[3]. 
3.6.1 Výpočet s Eulerovou metódou 
Eulerova metóda je najjednoduchšou metódou na numerické riešenie diferenciálnych rovníc. 
Postupne od danej začiatočnej dvojice hodnôt 0 0,x y , ktoré určujú začiatočnú podmienku úlohy, sa 
určujú hodnoty 1 1, , , ,n nx y x y¼  nasledovne:  
Zvolíme počiatočný krok h0 a hodnota x1 bude potom 1 0 0x x h= + . Potom vypočítame 
hodnotu y1. Najskôr nájdeme pre hľadanú funkciu y(x) Taylorov polynóm prvého stupňa v bode x0 . 
Pri predpokladu, že nami zvolený krok h0 je malý,  
 1 0 0 0( ) ( ) (' )y x y x h y x» +  
 
 
V tejto aproximácii teraz nahradíme hodnotu y’(x0)  hodnotou 0 0( , )f x y  z pôvodnej rovnice a 
dostávame:  
 1 0 0 0 0( ) ( ) ( , )y x y x h f x y» +  
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Na základe tejto úvahy vypočítame teraz y1 takto:  
 1 0 0 0 0( , )y y h f x y= +  
Z vyššie uvedeného vyplýva, že hodnota y1 bude aproximovať presnú hodnotu y(x1), a postup 
môžeme zopakovať pre 2 2,x y  atď. Rekurentne dostávame: Ak máme vypočítané hodnoty ,n nx y  pre 
nejaké n, zvolíme hn a potom  
 1 1, ( , ).n n n n n n n nx x h y y h f x y+ += + = +  
 
 
Pre ekvidistantný krok h to jest  0 1, , ,nh h h h- = ¼ ¼  dostávame schému  
 1 1, ( , )n n n n n nx x h y y hf x y+ += + = +    
3.6.2 Chyba a rád Eulerovej metódy (opt. h)  
Zaujíma nás, s akou presnosťou sme vypočítali hodnoty neznámej funkcie y(x)  v bodoch x1,....,xn , 
teda aký je rozdiel  ( )n ny x y- , aproximácia a konvergencia metódy, rád rýchlosti konvergencie 
metódy.  
Lokálna diskretizačná chyba (dn) , ktorej sa dopustíme v jednom kroku výpočtu Eulerovej 
metódy, to jest chybu, s akou hodnoty presného riešenia spĺňajú rekurentný vzťah:  
 1( ) ( ) ( , )n n n n n ny x y x h f x y d+ = + +  
Meradlom, ako presne aproximuje postupnosť hodnôt 1 2, , , ny y y¼  presné riešenie danej 
začiatočnej úlohy, je globálna diskretizačná chyba. Značíme ju ako sme sa už predošlých častiach 
dozvedeli ( )n n ne y x y= - . V stručnosti zopakujeme, že rád metódy je najväčšie prirodzené 
číslo p také, že pre danú metódu aplikovanú na ľubovoľnú začiatočnú úlohu s dostatočne hladkým 
riešením. Riešenie je spojitá funkcia, ktorá má aj spojité derivácie prvého a prípadne vyšších rádov. 
Platí pre ľubovoľné n a 0nh ®  odhad  
 1( )pn nd O h
+=  
Označenie ( )a O h=  znamená, že existuje také číslo 0C > , že a Ch£ .  
Rád Eulerovej metódy odvodíme opäť veľmi ľahko použitím Taylorovho radu a jeho zvyšku. 
Máme  
 1( ) ( ,'( ) )n n n n nd y x y x h y x+= - -  
 21 1
1( ) ( ) ( ) ''( ),  pre ( , .' )
2n n n n n n n
y x y x h y x h y x xy y+ += - + Î  
Preto  
 2
1 ''( ).
2n n
d h y y=  
Ak je y‘‘ ohraničená, potom 2( )n nd O h= a teda Eulerova metóda je prvého rádu. Riešenie musí byť 
ale dostatočne hladká funkcia, inak sa rád metódy zníži. 
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 Odvodíme teraz globálnu chybu Eulerovej metódy pre prípad ekvidistantného kroku, to jest 
0 1: nh h h h= = = ¼ = ¼Odčítame rovnice algoritmu Eulerovej metódy a lokálnej chyby:  
 1
1
( , ),
( ) ( ) ( , )
n n n n
n n n n n
y y hf x y
y x y x hf x y d
+
+
= +
= + +
 
Máme  
 1 ( ( , ( )) ( , )) .n n n n n n ne e h f x y x f x y d+ = + - +  
 Ku globálnej chybe sa tak v každom kroku pripočíta lokálna diskretizačná chyba, a preto sa v 
globálnej chybe 1ne +  prejavia nepresnosti minulých diskretizačných krokov. V prípade, že funkcia f je 
len funkciou premennej x a teda nezávisí na y(x), ihneď dostávame  
 
1
0
N
N n
n
e d
-
=
= å  
Keďže už z vyššie uvedeného vieme, že lokálna chyba je typu 2( )O h   a 0Nx x Nh- = , 
teda 0N
x xN
h
-
= , dostávame  
 ( )Ne O h=  
čiže globálna diskretizačná chyba je menšia ako Ch pre nejaké reálne číslo C > 0.  
 
Nesmieme zabudnúť ani o vplyve zaokrúhľovacích chýb, kde zahrňujeme všetky nepresnosti 
spôsobené realizáciou algoritmu v počítači, vrátane nepresného vykonávania aritmetických operácií. 
Podobne ako empirické chyby vo vstupných údajoch, aj zaokrúhľovacia chyba má náhodný charakter, 
a preto nie je ľahké ju vyšetriť. Nech e  je maximálna zaokrúhľovacia chyba v jednom kroku 
Eulerovej metódy. Označili sme yn skutočné približné riešenie a teraz označme ny  približné riešenie, 
ktoré skutočne vypočítame a ktoré sa od riešenia yn líši vplyvom zaokrúhľovacích chýb. Takéto 
riešenie potom spĺňa pre ekvidistantný krok rovnicu  
 1 ( , ) , 0,1,n n n ny y hf x y ne+ = + + = ¼ 
Celková chyba vzniknutá zaokrúhľovaním bude teda Ne , kde N je posledný krok, ktorý sme 
vypočítali. Z veľkosti N, ktorú sme odvodili vyššie, vidíme že celková zaokrúhľovacia chyba 
bude 0
( )Nx x
h
e -
. Preto celková chyba výpočtu v bode xn bude súčtom globálnej diskretizačnej 
chyby (chyby metódy) a globálnej zaokrúhľovacej chyby:  
 0
( )| ( ) | : ( )NN N
x xy x y Ch g h
h
e -
- » + =  
Funkcia g  bude minimálna pre 
1
2
0( )Nx xh
C
e -æ ö= ç ÷
è ø
. Teda chyba bude minimálna pre 
isté opth . Ďalším zmenšovaním h nám budú narastať zaokrúhľovacie chyby ( kroky budú menšie, a 
preto ich bude viac). Ak zvolíme h väčšie ako je opth  bude zas prevládať chyba diskretizačná. Tento 
jav je typický aj pre iné diferenčné metódy. 
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3.6.3 Implicitná Eulerova metóda 
Vzorec implicitnej metódy, nazývanej tiež ako backward Euler method je nasledovný: 
 1 1 1( , )n n n ny y hf x y+ + += +  
Ako vidíme vo vzorci vystupuje 1ny +  a ako u každej implicitnej metódy všeobecnosti riešenie 
diferenciálnej formuly vedie k nelineárnej algebraickej rovnici, ktorú môžeme riešiť napríklad 
Newtonovou iteráciou. Je tiež metódou prvého stupňa, ale jej výhodou je, že pri nej môžeme použiť 
väčšie h  a udržať pri tom stabilitu aj pri takzvaných stiff systémy. S stiff rovnicami, u ktorých sa 
niektoré metódy chovajú nestabilne, sa podrobnejšie zoznámime s ďalších častiach. 
Musíme teda pouvažovať o tom, pri vedomí toho, že výpočet implicitných metód je oveľa 
náročnejší ako pri explicitných metódach, v akom prípade metódu použiť. 
3.7 Taylorova veta 
Eulerova metóda ako aj iné metódy sú rozvinuté podľa Taylorovho radu, tak si povieme pár slov 
o nej. Metódy na princípe aproximácie funkcie Taylorovým polynómom, voláme metódy Taylorovho 
typu. Tieto môžu byť aj vyšších rádov ako je Eulerova metóda, na druhej strane zas treba počítať aj 
derivácie danej funkcie. Tieto metódy sú preto presnejšie, ako je Eulerova, ale sú aj omnoho 
prácnejšie. 
Nech funkcia f má v bode a všetky derivácie až do rádu n. Potom mnohočlen premennej x  
 
( )
2( ) ( ) ( )( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )
1! 2! !
n
n
n
f a f a f aT f a x f a x a x a x a
n
¢ ¢¢
= + - + - +¼+ - =  
 
0 0
( ) ( , )( )
! !
k kn n
k
k k
f a d f a xx a
k k= =
= - =å å  
voláme Taylorov mnohočlen (polynóm) funkcie f v bode a. Taylorova veta vyjadruje fakt, že 
spomedzi všetkých mnohočlenov stupňa menšieho alebo rovného n práve mnohočlen 
 ( , , )nT f a x v najlepšie aproximuje hodnoty funkcie f v blízkom okolí bodu a. 
Taylorova veta: 
Nech funkcia f má v intervale ,a bá ñ  spojité derivácie ( ), , , nf f f¢ ¢¢ ¼  a deriváciu ( 1)nf +  v 
intervale ( , )a b . Potom pre každé ,x a bÎá ñ  existuje také číslo ( , )r a xÎ , že platí  
 
( 1)
1( )( ) ( , , ) ( )
( 1)!
n
n
n
f rf x T f a x x a
n
+
+= + -
+
 
Všimnime si: 
Pre hodnoty x blízke číslu a je posledný člen (zvyšok) blízky 0 a preto ( ) ( , , )nf x T f a x» pre x z 
blízkeho okolia čísla a.  
V prípade n=0 sa Taylorova veta zhoduje s Lagrangeovou vetou o strednej hodnote, ako sme sa 
dozvedeli z [2]. 
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3.8 Modifikácie Eulerovej metódy 
Pri modifikáciách Eulerovej metódy budeme postupovať podobne ako u Eulerovej metódy. Najprv 
vypočítame pomocné hodnoty k1 a k2 a pomocou nich potom približnú hodnotu riešenia v ďalšom 
uzlovom bode. 
U prvej modifikovanej Eulerovej metóde počítame podľa vzorca:  
 
1 n n
2 n n 1
n 1 n 2
k f (x ,  y )
1 1k f (x h,  y hk )
2 2
y y hk+
=
= + +
= +
 
u druhej modifikácie podľa vzorca: 
 
1 n n
2 n n 1
n 1 n 1 2
k f (x ,  y )
k f (x h ,  y hk )
1y y h(k k )
2+
=
= + +
= + +
 
Obidve modifikované Eulerové metódy sú druhého rádu.  
Geometricky sa dá  tieto metódy interpretovať podobne ako Eulerovu metódu.  
 
Na obrázkoch 4 a 5 vidíme jeden krok prvej, resp. druhej modifikované Eulerovej metódy.[1] 
 
U prvej modifikácie najprv nájdeme pomocný bod P, a to nasledujúcim spôsobom. Z bodu [xn, 
yn] ideme po priamke zo smernicou f(xn, yn), tj. takisto ako u Eulerovej metóde, ale dôjdeme len do 
bodu s x-ovou súradnicou xn+ h/2. Približnou hodnotu riešenia v bode xn+1 potom získame tak, že z 
bodu [xn, yn] pôjdeme takisto po priamke, ale zo smernicou určenou smerovým polom v bode P, kým  
nedôjdeme do bodu s x-ovou súradnicou xn+1. 
U druhej modifikácie skonštruujeme dva pomocné body P1 a P2. Bod P1 dostaneme jedným 
krokom obyčajnej Eulerovej metódy. Bod P2 potom získame tak, že z bodu [xn, yn]  pojdeme po 
priamke zo smernicou danou smerovým polom v bode P1 do bodu s x-ovou súradnicou xn+1. Nový 
bod [xn+1, yn+1]  potom bude ležať v strede úsečky P1P2.[1] 
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3.9 Metódy typu Runge-Kutta 
Metódy typu Runge-Kutta sú jednou z najdôležitejších skupín jednokrokových metód, sú veľmi 
univerzálne a v technickej praxi užitočné preto sa používajú veľmi často. Tiež sú v podstate založené 
na Taylorovom rozvoji funkcie, ale nepriamo tak, aby sme nemuseli určovať hodnoty derivácií 
funkcie - tieto sa aproximujú výpočtom samotnej funkcie vo vhodne zvolených strategických bodoch. 
Zo dvoma jednoduchými príkladmi metód Runge-Kutta, prvou a druhou modifikovanou Eulerovou 
metódou, sme sa už zoznámili v predchádzajúcej kapitole.  
Obecný tvar metódy typu Runge-Kutta je 
 1 1 1  (  · · ·  ),n n s sy y h w k w k+ = + + +  
kde 
 
1
1
1
( , )
( , ),      2,...,
n n
i
i n i n ij j
j
k f x y
k f x h y h k i sa b
-
=
=
= + + =å
 
  
a iw , ia a ijb sú konštanty zvolené tak, aby metóda mala maximálny rád. U prvej 
modifikovanej Eulerovej metóde bolo 1 2 2 21
1 10; 1;   
2 2
w w aa b= = = = , u druhej modifikácie 
1 2 2 21
1 ; 1  1
2
w w aa b= = = = .  
Najznámejšia je nasledujúca metóda Runge-Kutta 4. rádu. Často, hovorí sa o metódy typu 
Runge-Kutta, myslí sa tým práve táto konkrétna metóda. 
 
( )
( )
1 1 2 3 4
1
2 1
3 2
4 3
( 2 2 )
6
,
,
2 2
,
2 2
,
n n
n n
n n
n n
n n
hy y k k k k
k f x y
h hk f x y k
h hk f x y k
k f x h y hk
+ = + + + +
=
æ ö= + +ç ÷
è ø
æ ö= + +ç ÷
è ø
= + +
 
 
V nasledujúcom častiach budeme porovnávať metódy a uvidíme, že riešenie získané metódou 
Runge-Kutta 4. rádu je oproti riešenia pomocou Eulerovej metódy podstatne presnejšia. Nevýhodou 
je, že v každom kroku musíme štyrikrát počítať hodnotu funkcie f. Obecne pri vyšších rádoch  m>4 je 
vždy treba viac než m dosadení. 
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3.10 Lichobežníková metóda 
Lichobežníková metóda svoj názov dostala od pravidla, ktoré je v nej použité na integráciu, tzv. 
lichobežníkové pravidlo. Má vcelku jednoduchý vzorec:  
1 1 1
1
[ ( , ) ( , )] / 2n n
n n
n n n ny y h f x y f x y
x x h
+ + +
+
= +
+
+
=
 
ale ako môžeme vidieť tiež ide a implicitnú metódu, takže pri jej riešení musíme byť 
pripravený na zvládnutie nelineárnej algebraickej rovnice.  Táto lichobežníková metóda spolu zo 
implicitnou Eulerovou metódou sú prvými dvoma členmi rodiny Adams-Moulton pre riešenie ODR. 
 
 
 
Obrázok 6: Lichobežníkové pravidlo 
 
 
Pre zvýšenie presnosti sa interval  
<a, b> rozdelí na m menších intervalov 
dĺžky h = (b−a)/m. Na každom menšom 
intervale sa použije lichobežníkové 
pravidlo. [1] 
 
 
 
 
 
Platí 
1 2
0 1 1
( ) ( ) ( ) ... ( )
m
m
xx xb
a x x x
f x dx f x dx f x dx f x dx
-
= + + +ò ò ò ò B
 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 1 1 2 1...2 2 2 m m
h h hf x f x f x f x f x f x-+ + + + + +B  
 
takže 
0 1 1
1 1( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )
2 2
b
m m
a
f x dx h f x f x f x f x-
æ ö+ + + +ç ÷
è øò B  
 
Zo vzorca vidieť, že čím viac interval <a, b> nadelíme, tým presnejší bude výsledok. 
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3.11 Odhad chyby. Riadenie dĺžky kroku 
Teoretické odhady chýb u  jednokrokových metód sa líši od praxi. V praxi sa väčšinou používa 
takzvaná metóda polovičného kroku. Zjednodušene ju môžeme popísať: 
Majme numerickou metódu pre riešenie počiatočných úloh, ktorá je rádu p. Presné riešenie 
úlohy budeme naďalej značiť y(x), ale ako y(x,h) označíme približnou hodnotu riešenia v bode x, 
ktorou sme dostali použitím našej numerické metódy s krokom h. Pretože metóda je p-tého rádu, pre 
chybu platí 
 ( ) -  ( ,  )  · py x y x h c hB  
kde c závisí na x, ale na h nie, lebo 
 ( ) ( ,  )   · .py x y x h c h+B  
 
Do takého istého bodu x sa môžeme dostať aj pomocou polovičného kroku. V tomto prípade 
platí 
 ( ) ,   
2 2
ph hy x y x cæ ö æ ö+ç ÷ ç ÷
è ø è ø
B  
Rovnici  môžeme vynásobiť 2p a odpočítať od predošlej rovnice. Tím sa vylúči člen obsahujúci 
neznámou konštantu c a po miernej úprave dostaneme nové približné vyjadrenie y(x), 
 
2 ( ,  ) -  ( ,  )
2( ) ,
2  -  1
p
p
hy x y x h
y x B  (B) 
ktoré je presnejšie ako obidva približné hodnoty y(x,h) a y(x,h/2). Z posledného vzťahu 
môžeme vyjadriť chybu v bode x pre krok h/2 
 
1( ) -  ,  ,  -  ( ,  )
2 2  -  1 2p
h hy x y x y x y x hæ öæ ö æ öç ÷ ç ÷ç ÷è ø è øè ø
B  
resp. pre krok h 
 ( ) 2( ) -  ,  ,  -  ( ,  )
2  -  1 2
p
p
hy x y x h y x y x hæ öæ öç ÷ç ÷è øè ø
B  
Tento vzorec pre odhad chyby sa dá použiť pre riadenie dĺžky kroku h. Vypočítame vždy 
približnú hodnotu riešenia v bode xi jedným krokom metódy s použitím kroku h a dvoma kroky 
metódy s použitím kroku h/2. Potom môžeme pomocou týchto dvoch hodnôt odhadnúť chybu. Keď je  
príliš veľká, vrátime sa do predchádzajúceho uzlového bodu a pokračujeme s polovičným krokom, 
inakšom prípade, keď je chyba vzhľadom k našim požiadavkám na presnosť príliš malá, pokračujeme 
ďalej s väčším krokom, napr. dvojnásobným. Ako výslednú aproximáciu potom môžeme vziať 
kombináciu oboch hodnôt vypočítaných podľa vzorca (B). Tato metóda je dosť prácna, ale účinná. 
V praxi sa tiež pre riadenie dĺžky kroku používa kombinácia dvoch rôznych metód. Približné 
riešenie v bode xi nájdeme dvoma rozličnými jednokrokovými metódami. Na základe týchto dvoch 
výsledkov je odhadnutá chyba. V prípade, že je dostatočne malá, môžeme pokračovať, keď je  príliš 
veľká, vrátime sa a pokračujeme s menším krokom.  
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4 Riešenie ODR a porovnanie metód 
Keď sme sa už zoznámili jednotlivými metódami, ktoré budeme skúmať, je načase aby sme ich 
porovnali a zistili, ktoré v akých okolnostiach sa dajú používať. Informácie o metódach v predošlých 
častiach a námet pre príklady som čerpal z skrípt [1]. 
4.1 Dôležitosť kroku 
Vezmime si jednoduchý príklad počiatočnej úlohy 2' ,  (0) 1y x y y= - =  a riešme explicitnou  
Eulerovou metódou pre ODR na intervale <0;2.5> v prvom prípade pre h=0.625 a potom pre 
h=0.25.  
Na riešenie použijeme vzorec (3.6.1), dosadíme hodnoty a tým dostaneme ďalší  vzorec: 
2
1 0,625( -  ),n n n ny y x y+ = + 0,  . . . ,  4n =  pomocou, ktorého už ľahko vieme vyplniť dolnú 
tabuľku.   
Riadok y(xn) je presné riešenie 
v daných uzlových bodoch, ktorú 
sme dostali použitím analytického 
riešenia z dole uvedenej rovnice, 
a požijeme ju na výpočet chyby:  
- 2( ) - - 2 2xny x e x x= + +   
Podobnou metódou vypočítame hodnoty aj pre krok h=0.25 a výsledky zapíšeme do grafu: 
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
3.5
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
x
y
y(xn)
yn
yn-big h
 
  Obrázok 7: Presné a približné riešenia 
Na obrázku pekne vidieť, že riešenie yn-big h pri ktorej sme použili väčšie h=0.625 má 
podstatne vyššiu chybu ako riešenie yn s použitím menším krokom h=0.25. Chyby sme graficky 
zobrazili na obrázku 8. 
n xn yn\Eu-e y(xn)
0 0 1 1
1 0.625 0.375 0.605363571
2 1.25 0.384765625 0.775995203
3 1.875 1.120849609 1.612270033
4 2.5 2.617584229 3.167915001
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   Obrázok 8: Chyby približných riešení 
Poznámka: Keď na riešenie použijeme Eulerovu implicitnú metódu, jej výpočtom sa 
zoznámime v ďalšej kapitole, dostaneme presnejšie výsledky. Ako vidieť aj z obrázku 9. Potvrdili 
sme teda to čo sme sa dozvedeli v teoretickej časti, že implicitná metóda je presnejšia a chová sa 
stabilnejšie pri väčších h ako explicitná. 
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  Obrázok 9: Porovnanie chýb explicitnej (e) a implicitnej (ei) metódy 
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4.2 Rozdiely medzi metódami 
Príklad 1.: Vezmime si tú istú počiatočnú úlohu ako predošlom prípade 2' ,  (0) 1y x y y= - =  
a riešme všetkými numerickými metódami pre ODR ktorými sme sa oboznámili. Majme interval 
<0;2.5> a krok h=0.25. 
Riešenie pre Eulerovu explicitnú metódu poznáme z predošlej časti. Popíšeme tak metódu 
riešenia Runge-Kutta štvrtého rádu (RK4). Dosadením do vzorcou (3.8) dostaneme: 
( )
( ) ( ) ( )
1 1 2 3 4
1
2
2 1
2
2
1
2
3 2
2
4 3 3
0.25 ( 2 2 )
6
,
0.25 0.25,
2 2 2 2
0.25 0.25,
2 2 2 2
, 0.25 0.25
n n
n n n n
n n n n
n n n n
n n n n
y y k k k k
k f x y x y
h hk f x y k x y k
h hk f x y k x y k
k f x h y hk x y k
+
-
æ ö
ç ÷
è
= + + + +
= =
æ ö æ ö= + + = + - +ç ÷ ç ÷
è ø è ø
æ ö æ ö= + + = + - +ç ÷ ç ÷
è ø è ø
= + + =
ø
æ ö
ç ÷
è
+ - +
ø
 
Postupne vypočítame hodnoty k1, k2 ,k3 ,k4 a dosadením dostávame nasledujúcu tabuľku: 
 
n xn k1 k2 k3 k4 yn\RK4
0 0 -1 -0.859375 -0.876953125 -0.718261719 1
1 0.25 -0.721211751 -0.552935282 -0.573969841 -0.390219291 0.783711751
2 0.5 -0.393493364 -0.203681694 -0.227408153 -0.024141326 0.643493364
3 0.75 -0.027667765 0.178915706 0.153092772 0.371559042 0.590167765
4 1 0.367836059 0.587481551 0.560025865 0.790329593 0.632163941
5 1.25 0.786453539 1.016271846 0.987544558 1.227067399 0.776046461
6 1.5 1.223072132 1.460813116 1.431095493 1.677798259 1.026927868
7 1.75 1.673710149 1.91762138 1.887132476 2.13942703 1.388789851
8 2 2.135266612 2.383983285 2.352893701 2.609543186 1.864733388
9 2.25 2.605326455 2.857785648 2.826228249 3.086269392 2.457173545
10 2.5 3.082008803 3.337382703 3.305460965 3.568143562 3.167991197  
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Ostali nám implicitné metódy pri, ktorých ako vieme výpočet je troška náročnejší. Môžeme si 
však výpočet v tomto prípade zjednodušiť dosadením do vzorca a vyjadrením yn+1. Modifikujem 
vzorec kým nám na ľavej strane neostane iné len yn+1, v tomto konkrétnom prípade sme pri Eulerovej 
implicitnej metóde  postupovali nasledovne a hodnoty sme zapísali do tabuľky: 
   
n xn yn\Eu-i
0 0.000 1.00000000
1 0.250 0.81250000
2 0.500 0.70000000
3 0.750 0.67250000
4 1.000 0.73800000
5 1.250 0.90290000
6 1.500 1.17232000
7 1.750 1.55035600
8 2.000 2.04028480
9 2.250 2.64472784
10 2.500 3.36578227  
Podobne sme postupovali aj pri lichobežníkovej implicitnej metóde. Výpočty a tabuľka sú 
nasledovné:  
 
n xn yn\L-i
0 0.000 1.00000000
1 0.250 0.78472222
2 0.500 0.64506173
3 0.750 0.59199246
4 1.000 0.63404969
5 1.250 0.77787198
6 1.500 1.02862265
7 1.750 1.39031762
8 2.000 1.86608037
9 2.250 2.45834029
10 2.500 3.16898689  
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1
2
2
2
2
2
1
1
1
( , )
( )
0.2
1
5
1
n n n n
n n n n
n n n n
n n n n
n n
n
n n
n
y y hf x y
y y h x y
y y hx y
y
h
h
h
y y hx
y hxy
y x
h
y
+ + +
+ + +
+ + +
+ + +
+
+
+
+
= +
= +
= +
= +
+
=
+
=
-
-
+
+
+
( )
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1
1
2 2
2 2
2 2
[ ( , ) ( , )] / 2
[ ]
2
2 2 2 2
2
2
1
2
1
n n n n n n
n n n n n n
n n n n n n
n n n
n
y y h f x y f x y
hy y x y x y
h h h hy y y y x x
h hy x x
y h
+ + +
+ + +
+ + +
+
+
= + +
= + +
= + +
æ ö + +ç ÷
è ø=
- -
+ -
-
+
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Dosiahnuté výsledky sme zhrnuli do jednej tabuľky pre ľahšie porovnanie: 
n xn y(xn) yn\Eu-e yn\RK4 yn\Eu-i yn\L-i
0 0.000 1.00000000 1.00000000 1.00000000 1.00000000 1.00000000
1 0.250 0.78369922 0.75000000 0.78371175 0.81250000 0.78472222
2 0.500 0.64346934 0.57812500 0.64349336 0.70000000 0.64506173
3 0.750 0.59013345 0.49609375 0.59016776 0.67250000 0.59199246
4 1.000 0.63212056 0.51269531 0.63216394 0.73800000 0.63404969
5 1.250 0.77599520 0.63452148 0.77604646 0.90290000 0.77787198
6 1.500 1.02686984 0.86651611 1.02692787 1.17232000 1.02862265
7 1.750 1.38872606 1.21238708 1.38878985 1.55035600 1.39031762
8 2.000 1.86466472 1.67491531 1.86473339 2.04028480 1.86608037
9 2.250 2.45710078 2.25618649 2.45717355 2.64472784 2.45834029
10 2.500 3.16791500 2.95776486 3.16799120 3.36578227 3.16898689  
a zobrazili sme ich v grafu: 
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  Obrázok 10: Graf približných riešení príkladu 1 
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Pre porovnanie metód však bude najjednoduchšie zobraziť ich globálnu diskretizačnú chybu 
jednotlivých. i i ie  = y(x ) - y  
n xn y(xn) e\Eu-e e\RK4 e\Eu-i e\L-i
0 0 1.00000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
1 0.25 0.78369922 0.03369922 0.00001253 0.02880078 0.00102301
2 0.5 0.64346934 0.06534434 0.00002402 0.05653066 0.00159239
3 0.75 0.59013345 0.09403970 0.00003432 0.08236655 0.00185901
4 1 0.63212056 0.11942525 0.00004338 0.10587944 0.00192913
5 1.25 0.77599520 0.14147372 0.00005126 0.12690480 0.00187678
6 1.5 1.02686984 0.16035373 0.00005803 0.14545016 0.00175281
7 1.75 1.38872606 0.17633897 0.00006379 0.16162994 0.00159156
8 2 1.86466472 0.18974940 0.00006867 0.17562008 0.00141565
9 2.25 2.45710078 0.20091429 0.00007277 0.18762706 0.00123951
10 2.5 3.16791500 0.21015014 0.00007620 0.19786727 0.00107189  
0.00001000
0.00010000
0.00100000
0.01000000
0.10000000
1.00000000
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  Obrázok 11: Graf globálnej diskretizačnej chyby príkladu 1. 
Z grafu môžeme vidieť, že postupne s každým krokom sa globálna diskretizačná chyba 
zvyšuje.  Všimnime si aj to, že metódy nižšieho rádu (Eulerova explicitná a implicitná metóda) nám 
dávajú nepresnejšie výsledky ako ostatné metódy vyšších radov, pritom v tomto prípade je minimálny 
rozdiel medzi implicitnou a explicitnou Eulerovou metódou. Môžeme teda povedať, že pre riešenie 
tohto príkladu postačuje explicitná metóda, ktorá má podstatne jednoduchší výpočet. 
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Príklad 2. Zopakujme si pre zaujímavosť príklad 1 tak isto v 10. krokoch pre pomerne vysoké 
h=3. Dostaneme nasledovné výsledky: 
n xn y(xn) yn\Eu-e yn\RK4 yn\Eu-i yn\L-i
0 0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1 3 4.950213 -2.000000 8.687500 7.000000 5.200000
2 6 25.997521 31.000000 36.132813 28.750000 25.960000
3 9 64.999877 46.000000 83.995117 67.937500 65.008000
4 12 121.999994 151.000000 153.180786 124.984375 121.998400
5 15 197.000000 130.000000 244.936081 199.996094 197.000320
6 18 290.000000 415.000000 360.974611 292.999023 289.999936
7 21 401.000000 142.000000 503.652591 403.999756 401.000013
8 24 530.000000 1039.000000 676.209812 532.999939 529.999997
9 27 677.000000 -350.000000 883.100991 679.999985 677.000001
10 30 842.000000 2887.000000 1130.451363 844.999996 842.000000   
znázorníme ich v grafu: 
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  Obrázok 12: Graf približných riešení príkladu 1 pre h=3 
Na grafu môžeme vidieť zaujímavé chovanie Eulerovej explicitnej metódy. Pozrime sa na 
globálne diskretizačné chyby. 
n xn y(xn) e\Eu-e e\RK4 e\Eu-i e\L-i
0 0 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
1 3 4.950213 6.950213 3.737287 2.049787 0.249787
2 6 25.997521 5.002479 10.135291 2.752479 0.037521
3 9 64.999877 18.999877 18.995241 2.937623 0.008123
4 12 121.999994 29.000006 31.180792 2.984381 0.001594
5 15 197.000000 67.000000 47.936081 2.996094 0.000320
6 18 290.000000 125.000000 70.974611 2.999023 0.000064
7 21 401.000000 259.000000 102.652591 2.999756 0.000013
8 24 530.000000 509.000000 146.209812 2.999939 0.000003
9 27 677.000000 1027.000000 206.100991 2.999985 0.000001
10 30 842.000000 2045.000000 288.451363 2.999996 0.000000  
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Z nasledujúceho grafu vidieť, že pri tomto prípade riešenie explicitných metód sa nedá použiť. 
Môžeme pozorovať aj to ako sa Eulerova explicitná metóda stala nestabilnou. Pritom implicitné 
metódy dávajú celkom prijateľný výsledok aj pri extrémne vysokom h. Kvôli tomu sa praxi pri 
explicitných metódach používa menši krok, ale ako sme sa dozvedeli v kapitole o hopt aj príliš malé h 
môže spôsobiť veľkú chybu kvôli zaokrúhleniu. 
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Obrázok 13: Graf globálnej diskretizačnej chyby príkladu 1 pre h=3. 
4.3 Stiff systémy 
Príklad 3.: Riešme počiatočnú úlohu y’ = -10y, y(0)=1 a  všetkými numerickými metódami pre ODR 
ktorými sme sa oboznámili. Majme krok h=0.25 a n=10. 
Postup pri riešení a zjednodušení je obdobný ako v predošlých prípadoch budeme pre uvádzať 
už len tabuľky a grafy pre porovnanie výsledkov. 
Hodnoty y(xn) presného riešenia v daných uzlových bodoch, sme dostali použitím analytického 
riešenia z rovnice y(x) = e-10 x. 
n xn y(xn) yn\Eu-e yn\RK4 yn\Eu-i yn\L-i
0 0.00 1.00000000 1.00000000 1.00000000 1.00000000 1.00000000
1 0.25 0.08208500 -1.50000000 0.64843750 0.28571429 -0.11111111
2 0.50 0.00673795 2.25000000 0.42047119 0.08163265 0.01234568
3 0.75 0.00055308 -3.37500000 0.27264929 0.02332362 -0.00137174
4 1.00 0.00004540 5.06250000 0.17679602 0.00666389 0.00015242
5 1.25 0.00000373 -7.59375000 0.11464117 0.00190397 -0.00001694
6 1.50 0.00000031 11.39062500 0.07433763 0.00054399 0.00000188
7 1.75 0.00000003 -17.08593750 0.04820331 0.00015543 -0.00000021
8 2.00 0.00000000 25.62890625 0.03125683 0.00004441 0.00000002
9 2.25 0.00000000 -38.44335938 0.02026810 0.00001269 0.00000000
10 2.50 0.00000000 57.66503906 0.01314260 0.00000363 0.00000000  
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Porovnajme Eulerovu explicitnú metódu z ostatnými metóda. Kým sa ostatné metódy podobne, 
ako presné riešenie, približujú k nule, Eulerova explicitná metóda sa odďaľuje.  
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Obrázok 14: Riešenie príkladu 3. 
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Obrázok 15: Nestabilita Eulerovej explicitnej metódy. 
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Pri takzvaných „stiff“ vzorcoch si môžeme všimnúť, že explicitné metódy vyšších rádov 
dávajú nepresnejší výsledok, ako implicitné metódy nižších rádov. 
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Obrázok 16: Graf globálnej diskretizačnej chyby príkladu 3. 
n xn y(xn) e\Eu-e e\RK4 e\Eu-i e\L-i
0 0.00 1.00000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
1 0.25 0.08208500 1.58208500 0.56635250 0.20362929 0.19319611
2 0.50 0.00673795 2.24326205 0.41373324 0.07489471 0.00560773
3 0.75 0.00055308 3.37555308 0.27209620 0.02277053 0.00192483
4 1.00 0.00004540 5.06245460 0.17675062 0.00661849 0.00010702
5 1.25 0.00000373 7.59375373 0.11463744 0.00190024 0.00002066
6 1.50 0.00000031 11.39062469 0.07433733 0.00054369 0.00000158
7 1.75 0.00000003 17.08593753 0.04820328 0.00015540 0.00000023
8 2.00 0.00000000 25.62890625 0.03125683 0.00004441 0.00000002
9 2.25 0.00000000 38.44335938 0.02026810 0.00001269 0.00000000
10 2.50 0.00000000 57.66503906 0.01314260 0.00000363 0.00000000  
4.4 A-stabilita 
Pri príkladoch, ako je aj príklad 3,  ktoré majú formu y’(t)=k*y(t), kde k<0 sa riešenie približuje 
k nule v x→∞. Metóda je A-stabilná, v prípade, keď numerické približné riešenie má takú istú 
vlastnosť nezávisle od kroku. Ide o veľmi silnú podmienku, takéto metódy prakticky neukazujú 
problémy so stabilitou. A-stabilná je napr. implicitná Eulerova formula a lichobežníková formula. 
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Pri menšom kroku napr. h=0.02 sa nestabilita neukazuje: 
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Obrázok 17: Graf globálnej diskretizačnej chyby príkladu 3 pre h=0.02 
Výsledky zapísané v tabuľkách: 
n xn y(xn) yn\Eu-e yn\RK4 yn\Eu-i yn\L-i
0 0.00 1.00000000 1.00000000 1.00000000 1.00000000 1.00000000
1 0.02 0.81873075 0.80000000 0.81873333 0.83333333 0.81818182
2 0.04 0.67032005 0.64000000 0.67032427 0.69444444 0.66942149
3 0.06 0.54881164 0.51200000 0.54881682 0.57870370 0.54770849
4 0.08 0.44932896 0.40960000 0.44933463 0.48225309 0.44812513
5 0.10 0.36787944 0.32768000 0.36788524 0.40187757 0.36664783
6 0.12 0.30119421 0.26214400 0.30119991 0.33489798 0.29998459
7 0.14 0.24659696 0.20971520 0.24660240 0.27908165 0.24544194
8 0.16 0.20189652 0.16777216 0.20190161 0.23256804 0.20081613
9 0.18 0.16529889 0.13421773 0.16530358 0.19380670 0.16430411
10 0.20 0.13533528 0.10737418 0.13533955 0.16150558 0.13443063  
n xn y(xn) e\Eu-e e\RK4 e\Eu-i e\L-i
0 0.00 1.00000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
1 0.02 0.81873075 0.01873075 0.00000258 0.01460258 0.00054893
2 0.04 0.67032005 0.03032005 0.00000423 0.02412440 0.00089856
3 0.06 0.54881164 0.03681164 0.00000519 0.02989207 0.00110315
4 0.08 0.44932896 0.03972896 0.00000566 0.03292412 0.00120384
5 0.10 0.36787944 0.04019944 0.00000580 0.03399813 0.00123161
6 0.12 0.30119421 0.03905021 0.00000570 0.03370376 0.00120962
7 0.14 0.24659696 0.03688176 0.00000544 0.03248468 0.00115503
8 0.16 0.20189652 0.03412436 0.00000509 0.03067152 0.00108039
9 0.18 0.16529889 0.03108116 0.00000469 0.02850781 0.00099478
10 0.20 0.13533528 0.02796110 0.00000427 0.02617030 0.00090465  
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5 Analýza Taylorovej metódy 
Jedná sa o metódu o ktorej existuje len málo informácií, a teória skoro vôbec žiadna. Cieľom tejto 
práce je práve to, aby sme Taylorovu metódu analyzovali a určili jej vlastnosti a možnosti použitia. 
To bude najjednoduchšie pomocou príkladov a porovnaním s predošlými metódami. 
Pozrime si však najprv vzorce metódy pre riešenie dif. rovníc. Vychádzame samozrejme 
z Taylorovej rady, s ktorou sme sa už predošlých častiach zoznámili. Pre explicitnú metódu platí 
vzorec:    ( )
2 3
(3) ( )
1 ' '' ...1! 2! 3! !
i
i
nn
h h h hy y y y y y
i+
= + + + + +  
( )
2 3
1 ( , ) '( , ) ''( , ) ...1! 2! 3!n n n n n n nn
h h hy y f x y f x y f x y+ = + + + +  
a pre implicitnú metódu: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3
(3) ( )
1 1 1 1 1' '' ...1! 2! 3! !
i
i
nn n n n n
h h h hy y y y y y
i+ + + + +
= + + + + +  
( )
2 3
1 1 1 1 1 11 ( , ) '( , ) ''( , ) ...1! 2! 3!n n n n n n nn
h h hy y f x y f x y f x y+ + + + + ++ = + + + +  
Na prvý pohľad si môžeme všimnúť hneď dve veci. Na to aby sme vedeli riešiť diferenciálnu 
rovnicu Taylorovou metódou musíme poznať vyššie derivácie funkcie a ak si pozorne pozrieme 
začiatok rovnice môže si tam všimnúť vzorec pre Eulerovu metódu.  
5.1 Presnosť 
Presnosť metódy závisí na počtu členov, presnejšie ju môžeme určiť z rozdielu posledných 
dvoch členov. Z toho vyplýva aj to, že samozrejme presnosť závisí aj na kroku h, ale pozrime si to na 
konkrétnom príklade. 
 Príklad 4.: Porovnajme riešenia z príkladu 1 s riešením takej istej počiatočnej úlohy 
s Taylorovými   metódami. Ako už vieme, k tomu potrebujeme poznať vyššie derivácie funkcie: 
2' ,  (0) 1y x y y= - = . Postupujme nasledovne:  Keď '' 2 'y x y= -  tak dosadením y’ dostaneme 
2'' 2y x x y= - +  potom (3) 2 2 'y x y= - +  po dosadení (3) 22 2y x x y= - + -  a tak ďalej ... 
Riešme pre rôzne kroky a porovnajme výsledky keď použijeme viac členov Taylorovej rady. 
Pre explicitnú metódu po dosadení dostaneme vzorec: 
( )
2 3
2 2 2
1 ( ) (2 ) (2 2 ) ...2 3!n n n n n n n n nn
h hy y h x y x x y x x y+ = + - + - + + - + - +   
Hodnoty z pravej strany xn, yn, h poznáme, dosadíme do vzorca a dostaneme hodnotu yn+1. 
Zložitejšie je to však u implicitnej metóde kde vzorec po dosadení musíme upraviť: 
( )
2 3
2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 11 ( ) (2 ) (2 2 ) ...2 3!n n n n n n n n nn
h hy y h x y x x y x x y+ + + + + + + ++ = + - + - + + - + - +  
Musíme vyjadriť hodnotu yn+1 aby sme mohli ďalej počítať: 
( )
2 3 3 3
2 2
1 1
1 2 3
( ) ( )
2 3! 3 3
1
2 3!
n n n
n
h h h hy x h x h
y
h hh
+ +
+
+ - + + - +
=
+ - +
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Rovnice pre 6 členov po upravení hore uvedeným postupom sú nasledovné: 
Explicitná,  
( )
2
2 2
1
3 4
2 2
5 6
2 2
( ) (2 )
2
(2 2 ) ( 2 2 )
3! 4!
(2 2 ) ( 2 2 )  
5! 6!
n n n n n nn
n n n n n n
n n n n n n
hy y h x y x x y
h hx x y x x y
h hx x y x x y
+ = + - + - + +
+ - + - + - + - + +
+ - + - + - + - +
 
Implicitná, 
( )1
2 3 4 5 6 3 4 5 6 3 4 5 6
2 2
1 1
2 3 4 5 6
( ) ( )
2 3! 4! 5! 6! 3 12 60 360 3 12 60 360
1
2 3! 4! 5! 6!
n
n n n
y
h h h h h h h h h h h h h
y x h x h
h h h h h
h
+
+ +
=
+ - + - + - + - + - + + - + -
=
+ - + - + -
 
Riešme teda úlohu pre h=0.25 s počiatočnou podmienkou y(0)=1 a zapíšme ich do 
tabuľky: 
xn y(xn) yn\Te yn\Ti yn\Tep yn\Tip yn\Tep6 yn\Tip6
0 1 1 1 1 1 1 1
0.25 0.7836992 0.78125 0.8445513 0.7836914 0.8459866 0.7836992 0.8459912
0.5 0.6434693 0.6396484 0.763478 0.6434572 0.765626 0.6434693 0.7656328
0.75 0.5901334 0.5856628 0.7658665 0.5901192 0.7682185 0.5901334 0.768226
1 0.6321206 0.627471 0.8591725 0.6321058 0.8613801 0.6321205 0.8613871
1.25 0.7759952 0.7714617 1.0495134 0.7759808 1.051347 0.7759952 1.0513528
1.5 1.0268698 1.0226263 1.3419084 1.0268564 1.3432262 1.0268698 1.3432303
1.75 1.3887261 1.3848643 1.7404761 1.3887139 1.7411994 1.388726 1.7412017
2 1.8646647 1.8612221 2.2485958 1.8646539 2.2486911 1.8646647 2.2486913
2.25 2.4571008 2.4540798 2.8690401 2.4570913 2.8685053 2.4571008 2.8685036
2.5 3.167915 3.1652967 3.6040842 3.1679068 3.6029384 3.167915 3.6029347  
Kde T znamená Taylorovu metódu, e/i – explicitnú/implicitnú metódu, p/p6 – že ide 
o presnejšie metódy s viacerými členmi 4 a 6. 
xn y(xn) e\Te e\Ti e\Tep e\Tip e\Tep6
0 1 0 0 0 0 0
0.25 0.7836992 0.0024492 0.0608521 7.811E-06 0.0622874 1.174E-08
0.5 0.6434693 0.0038209 0.1200086 1.217E-05 0.1221566 1.829E-08
0.75 0.5901334 0.0044706 0.1757331 1.421E-05 0.1780851 2.137E-08
1 0.6321206 0.0046496 0.227052 1.476E-05 0.2292595 2.219E-08
1.25 0.7759952 0.0045335 0.2735182 1.437E-05 0.2753518 2.16E-08
1.5 1.0268698 0.0042435 0.3150386 1.343E-05 0.3163563 2.018E-08
1.75 1.3887261 0.0038617 0.3517501 1.22E-05 0.3524733 1.834E-08
2 1.8646647 0.0034426 0.3839311 1.086E-05 0.3840264 1.632E-08
2.25 2.4571008 0.003021 0.4119394 9.514E-06 0.4114045 1.43E-08
2.5 3.167915 0.0026183 0.4361692 8.233E-06 0.4350234 1.238E-08  
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Zobrazme hodnoty v grafu: 
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Obrázok 18: Graf globálnej diskretizačnej chyby príkladu 4 pre explicitné metódu 
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Obrázok 19: Graf globálnej diskretizačnej chyby príkladu 4 pre implicitnú metódu 
Z obrázku 18 pekne vidieť ako u explicitných metódach pri malých h rastie spolu 
s počtom členov aj presnosť metódy.  
Pritom z grafu 19 by sme si mohli myslieť, že u implicitných metódach to už tak nie je 
a neoplatia sa nám rastúce nároky na výpočet s zvýšeným počtom členov. Veď aj s Eulerovou 
implicitnou metódou sme dostali lepšie výsledky, ale pozrime si čo sa stane keď zvýšime krok 
h na 2:  
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Obrázok 20: Graf globálnej diskretizačnej chyby príkladu 4 pre explicitné metódu h=2 
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Obrázok 21: Graf globálnej diskretizačnej chyby príkladu 4 pre implicitnú metódu h=2 
Z obrázkov vidieť, že zvýšením kroku explicitné metódy dávajú nepresnejšie výsledky 
ale musíme si všimnúť aj to, že sa nám objavili rozdiely medzi implicitnými metódami 
s rôznymi členmi. Zaujímavosť sa stane keď zvýšime h na pomerne vysokú hodnotu 20:  
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Obrázok 22: Graf globálnej diskretizačnej chyby príkladu 4 pre implicitnú metódu h=20 
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Obrázok 23: Graf globálnej diskretizačnej chyby príkladu 4 pre implicitnú metódu h=20 
Pri takomto vysokom h  už explicitné metódy nie sú použiteľné. Pritom zaujímavo 
implicitné metódy pri čoraz vyššom h dávajú presnejšie výsledky. A pekne sa nám 
vykryštalizovali rozdiely medzi Ti, Tip a Tip6. Pri h=100 chyba Tip6 sa níži  približne na 
0.000015. 
Príklad 5: Môžeme si však položiť otázku platí to aj pre Stiff systémy?  
Použije pre zodpovedanie tejto otázky príklad 3 z predošlej časti. Potrebujeme k tomu 
poznať vyššie derivácie poč. úlohy y’ = -10y. Postupom z predošlej časti sa dostaneme 
k vzorcu ( )  10n ny y= -  => uvediem vzorce pre 5 členov, nižšie sa ľahko dajú znej vyjadriť: 
( )
2 3 4 5
2 3 4 5
1 ( 10) ( 10) ( 10) ( 10) ( 10) ...2 3! 4! 5!n n n n n nn
h h h hy y h y y y y y+ = + - + - + - + - + - +
( )1 2 3 4 5
2 3 4 51 10 ( 10) ( 10) ( 10) ( 10)
2 3! 4! 5!
n
n
yy
h h h hh
+ =
+ + - + - + - + -
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Ako sme si už u explicitných metód zvykli stanú sa nestabilným u stiff metódach, 
záleží však na kroku. Nižšie metódy ako Euler a Taylor s dvomi členmi sa stanú nestabilným 
už pri kroku h=0.25, ale aj Taylor s šiestimi členmi sa vzdá pri h=0.5. Znamená to však pre nás 
aj to, že je možné riešiť stiff systém s Taylorovou explicitnou metódou len si musíme vypočítať 
dostatok členov, avšak sa nám to neoplatí keďže Eulerova implicitná metóda pri kroku 0.25 
nám dáva také presné riešenie ako náročný Tep6. Ako môžeme vidieť s nasledujúcich grafov: 
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Obrázok 24: Graf explicitných riešení - nestabilita h=0.25 
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Obrázok 25: Graf globálnej diskretizačnej chyby príkladu 5 pre explicitnú metódu h=0.25 
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Obrázok 25: Graf globálnej diskretizačnej chyby príkladu 5 pre implicitnú metódu h=0.25 
Metóda s rôznymi členmi sa chová podobne ako u predošlého nonstiff prípadu. Je 
síce stabilná ale nižšie rády dávajú presnejšie výsledky, všetko sa však zmení pri zvyšovaní 
kroku, pozrime si ako sa chovajú pre h=2. 
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Obrázok 26: Graf globálnej diskretizačnej chyby príkladu 5 pre implicitnú metódu h=2 
5.2 Porovnanie implicitných metód 
Vieme už v ako prípade koľkým členom použiť Taylorovu metódu. Je však v porovnaní s ostatnými 
metódami presnejšia? Ďalšej časti sa budeme zaoberať touto otázkou.  
Použime rovnicu s príkladu 1. a 3. a riešme ju s všetkými implicitnými metódami a pritom 
zvyšujme neustále krok a pozorujme ako sa chovajú metódy. Nasleduje  Obrázok 27 a 28, ktoré sa 
skladajú z  menších obrázkov: 
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Použitý vzorec s príkladu 1.  
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Použitý vzorec s príkladu 3. 
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Z grafov môžeme odvodiť, že pri Stiff systémoch sa razantnejšie a rýchlejšie objavia výhody 
Taylorovej implicitnej metódy, to znamená, že aj už pri menšom kroku dávajú presnejšie výsledky 
ako ostatné implicitné metódy. Z daného vzorca vyplýva aj to, že efektivita Taylorovej metódy závisí 
aj od hodnoty pred ypsilonom (y’=-10y). Pri zvýšených hodnotách napr. -20,-100 sa viac oplatí 
použiť Taylorovu metódu. 
Príklad 6: Pre zaujímavosť riešme takzvaný „simple combustion model O'Malley (1991) and 
Shampine et al. (2003)“ s implicitnými metódami. Pri tejto metóde u malých hodnotách ò >0 
explicitné metódy neobstanú. 2( ) (1 ), 0 2 / , (0)y t y y t y¢ = - £ £ =ò ò  
Na výpočet presného riešenia sme použili lambert ovu funkciu  
( )( )
1
lambertw 99 exp 99  t   1- +
 
a pre riešenie implicitných metód Newtonovu iteráciu (okrem Taylorovej u nej sa táto metóda nedala 
použiť)     
k
k+1 k
k
f(x )x  = x  -
f'(x )  
Dospeli sme k výsledku, že obidve  implicitné metódy bez problémov zvládli riešenie: 
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Obrázok 29 a 30 Graf riešenia a chyby príkladu 
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6 Návrh aplikácie 
Cieľom návrhu aplikácie je vytvoriť si pomôcku k experimentom s numerickými metódami. K tomu 
potrebujeme aby v sebe obsahovala alebo vedela riešiť príklady na numerické metódy k ODR. Pre 
efektívnosť analýzy si je nezbytné meniť a určovať okolnostné podmienky príkladov ako ich krok, 
počiatočné hodnoty, atď. Tieto budeme môcť udávať parametrami. Je však dôležité aj to aby sme 
jednotlivé metódy vedeli porovnať a dobre odlíšiť od ostatných. Preto ako výstup sa zobrazí tabuľka 
s približnými riešeniami a diskretizačnými chybami a vygeneruje sa tab separated values (.tsv)  súbor, 
ktorý potom ľahko môžeme vykresliť do grafu nami zvolenými aplikáciami. 
6.1 Implementácia 
Program sa skladá s hlavnej funkcie main, z funkcií príslušných k daným metódam, ktoré im generujú 
vzorce a riešia ich, a vedľajších funkcií, ktoré sú zodpovedné za zobrazenie informácií. Jelikož sa 
jedná o pomôcku k experimentom zdrojový kód nie je rozsáhlý. 
Funkcia main ošetrí parametre, vypočíta pár dodatočných hodnôt a po určení okolnostných 
podmienok za volá funkcie aby riešili úlohy. Nimi vrátené hodnoty uchovajú v tabuľke, ktorá je 
vlastne 2D vektor. Po spracovaní pomocou zobrazovacích procedúr vytlačia nami hľadané hodnoty. 
Funkcie, ktoré riešia zadané úlohy s jednotlivými metódami obsahujú v sebe vzorce ku 
každému príkladu. U Taylorových metód však sa môže meniť počet Členov preto ich musíme 
dynamicky generovať. K tomu musíme analyzovať vzorce zvlášť pre každú úlohu a zvlášť 
k explicitnej a implicitnej metóde. Môžeme v nich nájsť vzory ktoré sa opakujú a potom už vieme 
stvoriť vzorec o ľubovoľných členoch. Napríklad u príkladu 1 pri implicitnej metóde vzorec pre n=6 
je nasledovný: 
( )1
2 3 4 5 6 3 4 5 6 3 4 5 6
2 2
1 1
2 3 4 5 6
( ) ( )
2 3! 4! 5! 6! 3 12 60 360 3 12 60 360
1
2 3! 4! 5! 6!
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 V zdrojovom kóde to naprogramujeme nasledovne: 
       clen1=0.0;//x2 
       for(j=1;j<n+1;j++) 
       { 
           clen1-=pow(h,j)/Fact(j)*pow(-1,j); 
       } 
       clen2=0.0;//x 
       for(j=2;j<n+1;j++) 
       { 
           clen2+=2*pow(h,j)/Fact(j)*pow(-1,j); 
       } 
       clen3=0.0;//1 
       for(j=3;j<n+1;j++) 
       { 
           clen3-=2*pow(h,j)/Fact(j)*pow(-1,j); 
       } 
       vysledok=(y+xi*xi*clen1+xi*clen2+clen3)/(1+clen1); 
U príkladu 3 sme mali jednoduchšiu úlohu:     
( )1
1
1 ( 10)
!
n
n in
i
i
yy
h
i
+
=
=
- -å
 
 kód: 
       vysledok=1.0; 
       for(j=1;j<n+1;j++) 
       { 
           vysl2-=pow(h,j)/Fact(j)*pow(-10,j); 
       }       
       vysledok =y/ vysledok; 
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6.2 Príklad na použitie 
Program sa spúšťa s nasledujúcimi spôsobom a parametrami:   
nummet -p Z1 -h Z2 -i Z3 Z4 -y0 Z5 [-t Z6] 
         Popis parametrov: 
          -h              Vypíše na obrazovku nápoveď 
          -p  Z1        Hodnotou Z1 prepíname medzi príkladmi 1 nebo 2 
          -h  Z2        Z2 je veľkosť kroku h 
          -i  Z3,Z4    Definuje interval výpočtu <Z3,Z4>\ 
          -y0 Z5       Udáva počiatočnú hodnotu 
Nepovinný parameter: 
-t  Z6       počet členov Taylorovej rady, keď sa nezadá ma predstavenou hodnotu 3 
       Príklad: 
nummet -p 1 -h 0.5 -i 0 10 -y0 1 -t 6 
         Prevedie sa výpočet príkladu 1 s krokom 0.5 na intervalu <0 10> s počiatočnou hodnotou 1 a 
Taylorova rada bude mať 6 členov.Ako výsledok sa nám zobrazí tabuľka: 
|==========================================================================| 
|   xn  |       y(n)     |      yn_Eu_e   |      yn_RK4    |      yn_T_e   | 
|==========================================================================| 
|     0 |   1.0000000000 |   1.0000000000 |   1.0000000000 |   1.0000000000| 
|   0.5 |   0.6434693403 |   0.5000000000 |   0.6438802083 |   0.6434678819| 
|     1 |   0.6321205588 |   0.3750000000 |   0.6328752306 |   0.6321187898| 
|   1.5 |   1.0268698399 |   0.6875000000 |   1.0278904394 |   1.0268682304| 
|     2 |   1.8646647168 |   1.4687500000 |   1.8658814385 |   1.8646634152| 
|   2.5 |   3.1679150014 |   2.7343750000 |   3.1692718103 |   3.1679140145| 
|     3 |   4.9502129316 |   4.4921875000 |   4.9516675307 |   4.9502122134| 
|   3.5 |   7.2198026166 |   6.7460937500 |   7.2213243090 |   7.2198021083| 
|     4 |   9.9816843611 |   9.4980468750 |   9.9832514688 |   9.9816840088| 
|   4.5 |  13.2388910035 |  12.7490234375 |  13.2404885214 |  13.2388907631| 
|     5 |  16.9932620530 |  16.4995117188 |  16.9948797539 |  16.9932618910| 
|   5.5 |  21.2459132286 |  20.7497558594 |  21.2475442257 |  21.2459131205| 
|     6 |  25.9975212478 |  25.4998779297 |  25.9991609494 |  25.9975211763| 
|   6.5 |  31.2484965608 |  30.7499389648 |  31.2501419302 |  31.2484965138| 
|     7 |  36.9990881180 |  36.4999694824 |  37.0007371608 |  36.9990880873| 
|   7.5 |  43.2494469156 |  42.7499847412 |  43.2510983293 |  43.2494468957| 
|     8 |  49.9996645374 |  49.4999923706 |  50.0013174759 |  49.9996645245| 
|   8.5 |  57.2497965316 |  56.7499961853 |  57.2514504476 |  57.2497965233| 
|     9 |  64.9998765902 |  64.4999980927 |  65.0015311310 |  64.9998765849| 
|   9.5 |  73.2499251482 |  72.7499990463 |  73.2515800873 |  73.2499251448| 
|==========================================================================| 
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|==========================================================================| 
|   xn  |       y(n)     |      yn_Eu-i   |      yn_L-i    |      yn_T-i   | 
|==========================================================================| 
|     0 |   1.0000000000 |   1.0000000000 |   1.0000000000 |   1.0000000000| 
|   0.5 |   0.6434693403 |   0.7500000000 |   0.6500000000 |   0.8911829749| 
|     1 |   0.6321205588 |   0.8333333333 |   0.6400000000 |   1.1013177101| 
|   1.5 |   1.0268698399 |   1.3055555556 |   1.0340000000 |   1.6815260638| 
|     2 |   1.8646647168 |   2.2037037037 |   1.8704000000 |   2.6684948220| 
|   2.5 |   3.1679150014 |   3.5524691358 |   3.1722400000 |   4.0885516718| 
|     3 |   4.9502129316 |   5.3683127572 |   4.9533440000 |   5.9605902577| 
|   3.5 |   7.2198026166 |   7.6622085048 |   7.2220064000 |   8.2981693024| 
|     4 |   9.9816843611 |  10.4414723365 |   9.9832038400 |  11.1110190069| 
|   4.5 |  13.2388910035 |  13.7109815577 |  13.2399223040 |  14.4061220950| 
|     5 |  16.9932620530 |  17.4739877051 |  16.9939533824 |  18.1884896067| 
|   5.5 |  21.2459132286 |  21.7326584701 |  21.2463720294 |  22.4617176352| 
|     6 |  25.9975212478 |  26.4884389801 |  25.9978232177 |  27.2283868594| 
|   6.5 |  31.2484965608 |  31.7422926534 |  31.2486939306 |  32.4903492623| 
|     7 |  36.9990881180 |  37.4948617689 |  36.9992163584 |  38.2489338900| 
|   7.5 |  43.2494469156 |  43.7465745126 |  43.2495298150 |  44.5050945111| 
|     8 |  49.9996645374 |  50.4977163417 |  49.9997178890 |  51.2595155825| 
|   8.5 |  57.2497965316 |  57.7484775612 |  57.2498307334 |  58.5126882939| 
|     9 |  64.9998765902 |  65.4989850408 |  64.9998984400 |  66.2649651397| 
|   9.5 |  73.2499251482 |  73.7493233605 |  73.2499390640 |  74.5165990817| 
|==========================================================================| 
|     e_Eu-e       e_RK4       e_T-e      e_Eu-i       e_L-i       e_T-i   | 
|==========================================================================| 
||   0.000000 |  0.000000 |  0.000000 |  0.000000 |  0.000000 |  0.000000 || 
||   0.143469 |  0.000411 |  0.000001 |  0.106531 |  0.006531 |  0.247714 || 
||   0.257121 |  0.000755 |  0.000002 |  0.201213 |  0.007879 |  0.469197 || 
||   0.339370 |  0.001021 |  0.000002 |  0.278686 |  0.007130 |  0.654656 || 
||   0.395915 |  0.001217 |  0.000001 |  0.339039 |  0.005735 |  0.803830 || 
||   0.433540 |  0.001357 |  0.000001 |  0.384554 |  0.004325 |  0.920637 || 
||   0.458025 |  0.001455 |  0.000001 |  0.418100 |  0.003131 |  1.010377 || 
    ... 
||   0.496157 |  0.001631 |  0.000000 |  0.486745 |  0.000459 |  1.215804 || 
||   0.497643 |  0.001640 |  0.000000 |  0.490918 |  0.000302 |  1.230866 || 
||   0.498558 |  0.001645 |  0.000000 |  0.493796 |  0.000197 |  1.241853 || 
||   0.499119 |  0.001649 |  0.000000 |  0.495774 |  0.000128 |  1.249846 || 
||   0.499462 |  0.001651 |  0.000000 |  0.497128 |  0.000083 |  1.255648 || 
||   0.499672 |  0.001653 |  0.000000 |  0.498052 |  0.000053 |  1.259851 || 
||   0.499800 |  0.001654 |  0.000000 |  0.498681 |  0.000034 |  1.262892 || 
||   0.499878 |  0.001655 |  0.000000 |  0.499108 |  0.000022 |  1.265089 || 
||   0.499926 |  0.001655 |  0.000000 |  0.499398 |  0.000014 |  1.266674 || 
|==========================================================================| 
 
Subor vysledky.tsv uspesne vygenerovani. 
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7 Záver 
Naším cieľom bolo zoznámiť sa a podrobne analyzovať numerické metódy pre riešenie obyčajných 
diferenciálnych rovníc. Ako prvé sme si dokázali, že explicitné metódy strácajú na svojej presnosti 
razantne s zvyšovaním sa dĺžky kroku. Stačilo zopakovať ten istý príklad s implicitnou metódou a už 
sme potvrdili, čo sme sa dozvedeli v teoretickej časti, že implicitná metóda je presnejšia a chová sa 
stabilnejšie ako explicitná pri zvyšovaní kroku. 
Nasledujúcom príklade sme  dokázali, že explicitné metódy vyšších rádov nám dávajú  
presnejšie výsledky ako iné, v niektorých prípadoch pri vhodných h aj ako implicitné. Aj z obrázku 
18 pekne vidieť ako u Taylorových explicitných metódach rastie spolu s počtom členov aj presnosť 
metódy. Môžeme teda povedať, že pre riešenie takýchto príkladov s akým sme sa stretli v príkladu 1 
postačuje explicitná metóda, ktorá má podstatne jednoduchší výpočet. Nesmieme však zabudnúť, že 
praxi pri explicitných metódach sa síce používa menši krok, ale aj príliš malé h môže spôsobiť veľkú 
chybu kvôli zaokrúhleniu, ako sme sa dozvedeli v kapitole o hopt. 
 Mohli by sme si myslieť z grafu 19, že u implicitnej Taylorovej metóde sa nám už neoplatia 
rastúce nároky na výpočet s zvýšeným počtom členov, lebo ich hodnoty sa líšia len málo. Popreli sme 
to však u tuhých systémoch. Chovajú sa presne opačne ako explicitné, nechceli by sme veriť, že pri 
zvyšovaní kroku nieže nám nedávajú horšie výsledky, ale ich presnosť rastie. Tu už vidíme aj 
rozdiely medzi metódami s viacerými členmi. A to dvojnásobne platí u stiff systémoch. Rýchlejšie sa 
objavia výhody Taylorovej implicitnej metódy, to znamená, že aj už pri menšom kroku dávajú 
presnejšie výsledky ako ostatné implicitné metódy. Z daného vzorca vyplýva aj to, že efektivita 
Taylorovej metódy závisí aj od hodnoty pred ypsilonom (y’=-10y). Pri zvýšených hodnotách napr. -
20,-100 sa viac oplatí použiť Taylorovu imp. metódu. 
Explicitné metódy nefungujú pre každú úlohu. Metódy nižších explicitných radov ako Euler a 
Taylor s dvomi členmi sa stanú nestabilným už pri kroku h=0.25 u príkladu 3 , ale aj Taylor s šiestimi 
členmi sa vzdá pri dvojnásobnom kroku. Znamená to však pre nás aj to, že je možné spresniť riešenie 
stiff systém s Taylorovou explicitnou metódou s dostatočným počtom členov, avšak sa nám to 
neoplatí keďže Eulerova implicitná metóda nám dáva pri takom istom kroku také presné riešenie ako 
náročný Tep6. Dokázali sme tiež, že implicitná Eulerova formula, lichobežníková formula a 
Taylorova implicitná metóda sú A-stabilné. Pri takýchto príkladoch, typu  y’(t)=k*y(t), kde k<0 sa 
riešenie približuje k nule v x→∞. Metóda je A-stabilná, v prípade, keď numerické približné riešenie 
má takú istú vlastnosť nezávisle od kroku. Ide o veľmi silnú podmienku, takéto metódy prakticky 
neukazujú problémy so stabilitou. 
Môžeme si tak povedať, kde explicitne systém v zlyhávajú, vtedy sa dostanú do popredia 
implicitne metódy a prípade, kde už  v zlyhávajú aj ostatné implicitné si musíme siahnuť pre 
Taylorovu implicitnú metódu. 
Světovými standardy tiež dokážu riešiť tuhé systémy, ale nenašiel som informácie o tom, že by 
používali implicitnú Taylorovu metódu. Vidieť jej vlastnosti by o tom asi mali pouvažovať. 
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